Analysis of 3D structures using finite element method by Senčič, Jan
 
UNIVERZA V LJUBLJANI 





























































UNIVERZA V LJUBLJANI 













































Mentor: izr. prof. dr. Gregor Čepon, univ. dipl. inž. stroj. 

















Rad bi se zahvalil mentorju izr. prof. dr. Gregorju Čeponu za mentorstvo, pomoč in 
nasvete pri izdelavi diplomske naloge. Prav tako se zahvaljujem prof. dr Mihu Boltežarju, 
ki je omogočil raziskavo teme. Na koncu bi se rad še zahvalil družini, ki so mi nudili 


























 togostna matrika 
 masna matrika 






V nalogi je prikazana analiza prostorskih konstrukcij po metodi končnih elementov. 
Uporabljeni so eno dimenzionalni končni elementi, ki so izpeljani na osnovi Euler – 
Bernoullijeve teorije. Prikazan je postopek določitve togostne in masne matrike 
konstrukcije. Predstavljeni so različni možni robni pogoji in pogoji konsistentnega 
prehoda. Izračunane so notranje sile in momenti ter lastne frekvence konstrukcije. 
Pravilnost izračunov je izvedena preko primerjave rezultatov dobljenih na osnovi 






















 stiffnesses matrices 
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The diploma presents the analysis of spatial constructions by the finite elements method. 
One dimensional finite elements are used, which are derived from Euler - Bernoulli theory. 
The procedure for determining the stiffness and mass matrix of the structure is shown. 
Different possible boundary conditions and consistent transition conditions are presented. 
The internal forces, moments and natural frequencies of the structure are calculated. The 
verification of the calculations is performed by comparing the results obtained on the basis 
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Seznam uporabljenih simbolov 
Oznaka Enota Pomen 




E Pa Elastični modul 
   J Kinetična energija 




F N Sila 
G Pa Strižni modul 
    
  Polarni vztrajnostni moment 
    
  Vztrajnostni moment glede na y os 
    
  Vztrajnostni moment glede na z os 
K / Togostna matrika 
l m Dolžina 
M / Masna matrika 
   Nm Torzijski moment 
   Nm Upogibni moment glede na y os 
   Nm Upogibni moment glede na z os 
N N Osna sila 
T / Transformacijska matrika 
T N Strižna sila 
t s Čas 
 ⃑⃑ / Vektor deformacij 
  kg/   Gostota 
   
Indeksi   
   











Seznam uporabljenih okrajšav 
Okrajšava Pomen 
  
PKP Pogoji konsistentnega prehoda 








1.1 Ozadje problema 
Poznavanje poteka notranjih sil in momentov je bistvenega pomena za optimalno 
oblikovanje in dimenzioniranje konstrukcijskih elementov. Pri obravnavi statično 
določenih konstrukcijah notranje veličine določimo z zapisom ravnotežnih enačb. Pri 
statično predoločenih konstrukcijah, pa takšen pristop ni mogoč. V ta namen so razvite 
različne metode, ki omogočajo določitev notranjih veličin poljubnih konstrukcij. 
Najpogosteje sta uporabljeni metoda končnih razlik in metoda končnih elementov. Prva 
temelji na reševanju osnovne diferencialne enačbe z določitvijo odvodov, slednja pa na 




Cilj naloge je izdelava programa, ki temelji na metodi končnih elementov in nam omogoča 
dinamsko in statično analizo poljubnih konstrukcij. Program nam generira togostne in 




2 Teoretične osnove in pregled literature 
2.1 Izpeljava enačbe končnih elementov 
Parcialne diferencialne enačbe velikokrat popisujejo fizikalne pojave v naravi. Analitične 
rešitve teh enačb so možne le za preproste primere, večine pa rešujemo z uporabo 
numeričnih metod. Ena izmed najbolj uporabljenih numeričnih metod temelji na metodi 
končnih elementih. Ta metoda ima dobro definirano matematično ozadje, ki nam omogoča 
aplikacijo različnih robnih pogojev. Diskretizacija v analizi končnih elementov je proces, 
ki razdeli telo na več končnih elementov. Najmanjši diskretiziran element mora voditi do 
pravilnih rezultatov pri čemer se izogibati računskim napakam. 
 Palica 2.1.1
Palica je enodimenzionalen konstrukcijski element, ki ne prenaša upogibnih in strižnih 
obremenitev. Na palico deluje le osna obremenitev, ki je porazdeljena enakomerno po 
prečnem prerezu. Za namen uporabe metode končnih elementov palico razdelimo na 
končne segmente. Vsak končni element ima svoje geometrijske in materialne lastnosti. 
Omejen je z dvema vozliščema in za vsako je definirana ena prostostna stopnja, kot je 
prikazano na sliki 1. Vsaka prostostna stopnja ima primarno in sekundarno spremenljivko. 
Primarni spremenljivki sta pomika    in    sekundarni spremenljivki pa predstavljata sili 
   in   . 
 
Slika 1: Končni element palice [1] 
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Ob predpostavki, da je deformacija po elementu linearna lahko zapišemo: 
 
 ( )    ( )      ( )     (2.1) 
kjer sta   ( ) in   ( ) oblikovni funkciji definirani z:  
  ( )  (  
 
 
)  (2.2) 
  ( )  
 
 
   (2.3) 
 
Masno in togostno matriko lahko izpeljemo po energijskem principu (vir [1]). Potencialna 
energija je odvisna samo od deformacij v vozliščih. 
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Enačbo (2.4) zapišemo v matrični obliki: 
 
    
 
 
 ⃑⃑    ⃑⃑  (2.5) 
 





Matrika K je togostna matrika končnega elementa: 
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+  (2.6) 
 
Za izračun deformacij potrebujemo vektor sil: 
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Če na element deluje porazdeljena obremenitev je potrebno dodati ekvivalentni sili v 
vozlišči. Po Galerkinovem pristopu uporabimo oblikovni funkciji podani z enačbama (2.2) 
in (2.3). Vektor sil izračunamo: 
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   (2.7) 
 
Neznanane vozliščne pomike in sile izračunamo z reševanjem sistema: 
 
    ⃑⃑⃑⃑   ⃑  (2.8) 
 
Kinetično energijo končnega elementa izračunamo kot [1]: 
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Enačbo (2.9) zapišemo v matrični obliki: 
 
    
 
 
 ̇⃑⃑    ̇⃑⃑ (2.10) 
 
Matrika M predstavlja masno matriko končnega elementa: 
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 Nosilec 2.1.2
Nosilec je konstrukcijski element, ki prenaša strižne in upogibne napetosti. Nosilec 
razdelimo na končne elemente, ki imajo svoje geometrijske in materialne lastnosti na vsaki 
strani pa ga omejujeta dve vozlišči. Vsako vozlišče ima dve prostostni stopnji, ki 
omogočata translacijo in rotacijo. Vozliščni sili    in    povzročata pomika    in   , 




Slika 2: Končni element nosilca [1] 
 
Prečni pomik znotraj končnega elementa aproksimiramo s polinomom tretjega reda. Z 
upoštevanjem robnih pogojev, ki jih morajo izpopolnjevati aproksimacijske funkcije, 
določimo vrednosti neznanih koeficientov v oblikovnih funkcijah. Primarno spremenljivko 
aproksimiramo z: 
 
 ( )   ∑  ( )    
 
   
  (2.12) 
 
kjer so   ( ), i-ti element 1, ..., 4 oblikovne funkcije. 
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  (2.16) 
 
Togostno in masno matriko dobimo po energijskem pristopu. Enako kot pri palici rešimo 
enačbo za potencialo energijo, kinetično energijo in jih zapišemo v matrični obliki: 
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 ̇⃑⃑⃑   ⃑⃑⃑̇  (2.18) 
 
V enačbo (2.17) vstavimo polinom (2.12). Ko uredimo enačbo dobimo togostno matriko: 
 
  
   
  
[
         
           
           
           
]  (2.19) 
 
Če na končni element deluje porazdeljena obremenitev jo predstavimo z ekvivalentnimi 
silami v vozliščih. Po Galerkinovem pristopu uporabimo za oblikovne funkcije enačbe 
(2.13 – 2.16). Tako dobimo celoten vektor obremenitev: 
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  (2.20) 
 
Neznane vozliščne sile in pomike izračunamo po enačbi: 
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V enačbo (2.18) vstavimo enačbo (2.12) ter dobimo: 
 
  
     
   
[
            
             
            
               




 Torzijsko obremenjen končni element 2.1.3
Torzijski končni element ima središčno os x.    predstavlja polarni moment prereza in     
predstavlja torzijsko trdnost (      za krožni prerez ). Vsako vozlišče ima eno rotacijsko 
prostostno stopnjo. Torzijska momenta    in    povzročata rotaciji    in   , kot je 




Slika 3: Torzijski končni element [1] 
 
Za izpeljavo enačb končnega elementa predpostavimo linearno aproksimacijo rotacije 
znotraj končnega elementa: 
 
 ( )     ( )      ( )     (2.23) 
kar dosežemo z uporabo naslednjih oblikovnih funkcij: 
 
  
  ( )  (  
 
 
)  (2.24) 
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  (2.25) 
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Masno in togostno matriko dobimo po energijskem pristopu. Potencialna in kinetična 
energija čiste torzije se zapiše: 
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  (2.26) 
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Prav tako lahko izrazimo vektor sil ob delovanju porazdeljene obremenitve: 
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2.2 Določitev lastnih frekvenc 
Za določitev lastnih frekvenc sistema izhajamo iz gibalne enačbe sistema. To zapišemo na 
osnovi drugega Newtonovega zakona. Pri tem uporabimo masno in togostno matriko naše 
konstrukcije. Enačbo zapišemo v matrični obliki: 
 
 
   ⃑( )
   
    ⃑( )   ⃑⃑ (2.31) 
 
 
Rešitev enačbe (2.31) ustreza nedušenem odzivu sistema, saj v enačbi ne upoštevamo 
dušenja, ki predstavlja disipacijo energije med nihanjem. Rešitev sistema določimo z 
nastavkom: 
 
  ( )     ( )                   (2.32) 
 
Kjer je    konstanta in  ( ) funkcija, ki je odvisna od časa. 
 
Nastavek za rešitev (2.32) vstavimo v gibalno enačbo (2.31): 
 








   ⃑
   ⃑
  (2.34) 
 
Iz enačbe (2.34) lahko predpostavimo, da je rešitev leve in desne strani konstanta, ki jo 
označimo z   . To izhaja iz tega, da je leva stran odvisna samo od časa. Dobimo sledečo 
enačbo: 
 
[     ] ⃑   ⃑⃑  (2.35) 
 
Enačba (2.35) predstavlja problem lastnih vrednosti, kjer so lastne frekvence sistema ω. 
Vsaka frekvenca pa ima svoj lastni vektor  ⃑  
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2.3 Enačba končnega elementa 
Za obravnavo konstrukcije je potrebno določiti celotno togostno in masno matriko 
končnega elementa, ki združuje vse izpeljane matrike. Pri tem je tudi potrebno določiti vse 
potrebne geometrijske in materialne lastnosti konstrukcije. 
 
Togostno matriko in masno matriko za 3D analizo dobimo tako, da seštejemo matrike za 
palico, torzijo in nosilec. Pri tem je potrebno upoštevati, da se nosilec lahko upogiba v 
dveh smereh.  
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Pripadajoč vektor sil   ⃑ in vektor neznank   ⃑⃑: 
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2.4 Konstrukcija globalne matrike končnih elementov 
Za preračun konstrukcije je potrebno združiti vse končne elemente skupaj. Posamezni 
konstrukcijski element razdelimo na poljubno število končnih elementov. Te je potrebno 
združiti v globalno matriko za celoten konstrukcijski element. Združimo jih tako, da 
upoštevamo pogoje konsistentnega prehoda. Pri združevanju dveh sosednjih končnih 
elementov upoštevamo, da imata v skupnem vozlišču enake pomike in zasuke. To pomeni, 
da dobimo iz dveh matrik velikosti 12x12 eno matriko velikosti 18x18, kjer so sešteti vsi 
členi, ki pripadajo združenemu vozlišču. 
 






                    (2.40) 
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2.5 Transformacijska matrika 
Transformacijska matrika omogoča, da lahko združimo konstrukcijske elemente, ki imajo 
različno orientacijo lokalnih koordinatnih sistemov. Za določitev transformacijske matrike 
je potrebno upoštevati vse možne transformacije v 3D prostoru. Na sliki 4 je prikazana 




Slika 4: Rotacija za kot beta   [2] 
 
Dobimo sledečo matriko: 
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]  (2.41) 
 
kjer lahko zapišemo: 
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  (2.41) 
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Slika 5: Rotacija za kot gamma   [2] 
 
Dobimo sledečo matriko: 
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           (2.44) 
         (2.45) 
 
Na sliki 6 je prikazana rotacija za kot alpha, ki predstavlja rotacijo elementa okoli x osi. 
 
 
Slika 6: Rotacija za kot alpha α [2] 
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Dobimo sledečo matriko: 
 
    [
   
           
            
]  (2.46) 
 
Transformacijska matrika T ima sledečo formulacijo [2]: 
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2.6 Globalna masna in togostna matrika 
Za konstrukcijo globalne masne in togostne matrike i – tega konstrukcijskega elementa 
uporabimo sledeči enačbi: 
 
             
       (2.53) 
             
       (2.54) 
 
Ko imamo globalne matrike za vsak konstrukcijski element, jih lahko združimo skupaj na 
podoben način kot v poglavju 2.4. Pri tem je potrebno paziti, da je lahko na nekem mestu 
združenih več konstrukcijskih elementov.  
 
Pri tem upoštevamo pogoje konsistentnega prehoda, ki veljajo za vsako povezavo. Vsako 
vozlišče ima 6 prostostnih stopenj ( pomiki – x, y, z in zasuki -          ). Naredimo 
vektor PKP, ki definira tip povezave. Na posameznem mestu dobimo togo povezavo, če je 
v vektorju PKP na pripadajočem mestu vrednost 1. 
 
    [         ] (2.55) 
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2.7 Robni pogoji 
V vozliščih, kjer so prisotne podpore, je potrebno upoštevati robne pogoje. Robni pogoji 
nam predstavljajo omejitve prostostnih stopenj v določenem vozlišču. Ponovno neredimo 
vektor, ki nam popiše vsako podporo. V tem primeru bodo enice pomenile omejitev dane 
prostostne stopnje in ničle prosto prostostno stopnjo.  
 




Vozlišče, ki je konzolno vpeto ima omejen vse translacije in rotacije. Tako dobimo sledeče 
robne pogoje: 
 




Vozlišče s členkastim vpetjem ima omejene vse translacije, dopušča pa rotacije. Robni 
pogoji so sledeči: 
 
   [      ]  (2.59) 
 
Drsno členkasto vpetje: 
 
Vozlišče s tem vpetjem ima omejeno translacijo v določeni smeri in proste rotacije. 
Translacija, ki je omejena je odvisna od izbire podpore. Možne so omejitve v dveh smereh 
ali eni smeri. Tako dobimo zbirko robnih pogojev, ki veljajo za vse možne drsno členkaste 
podpore. V preglednici 2.1 lahko vidimo vse možne kombinacije robnih pogojev. 
 
 
Preglednica 2.1: Zbirka robnih pogojev drsno členkastega vpetja 
Omejitev 
translacije 
               
  1 0 0 0 0 0 
  0 1 0 0 0 0 
  0 0 1 0 0 0 
    1 1 0 0 0 0 
    1 0 1 0 0 0 




V tem poglavju so prikazani rezultati analize 3D konstrukcij za dva primera. V prvem delu 
je predstavljena analiza konzolno vpetega ravnega konstrukcijskega elementa, v 
nadaljevanju pa še kompleksnejša sestavljena konstrukcija. Dobljene rezultate pa smo 
primerjali z komercialnim programom Ansys. V Ansysu je bila uporabljena Timoshenkova 
teorija nosilca medtem, ko je bila v okviru razvite kode uporabljena Euller-Bernoullijeva 
teorija nosilca. 
3.1 Konzolno vpet nosilec 
Za testiranje razvite programske kode smo najprej obravnavali konzolno vpet 





Slika 7: Shema nosilca in njegov prerez 
 
Preglednica 3.1: Parametri konzolno vpetega nosilca 
L [m]       [ 











 Deformacije in sile 3.1.1
Nosilec je bil diskretiziran na 10 končnih elementov. Za izračun deformacij je bila 
uporabljena enačba (2.21). Iz deformacij smo izračunali notranje sile in momente, ki smo 




                                             a)                                                                         b):  
Slika 8: a) Deformacija v smeri x – osi. b) Deformacija v smeri y – osi  
 
Iz deformacij izračunamo notranje sile in momente. Pri izračunu uporabimo sledeče 
enačbe: 
 
      
   
  
  (3.1) 
         
    
   
  (3.2) 
  
   
  
       
    
   







                                       a)                                                                              b)  
 
                c)  
Slika 9: a) Potek notranje osne sile N. b) Potek notranje strižne sile T. c) Potek upogibnega 
momenta   
 
 
 Lastne frekvence 3.1.2
V preglednici 3.2 je prikazana primerjava lastnih frekvenc za konzolno vpeti nosilec. 
 
Preglednica 3.2: Primerjava lastnih frekvenc konzolno vpetega nosilca 
 Ansys [Hz] Izračun [Hz] Razlika [Hz] Odstopanje [%] 
   9.30 19.88 10.58 114 
   75.83 115.93 40.1 52.9 
   242.22 268.36 26.14 10.8 












Iz grafov deformacij vidimo, da se nosilec raztegne in upogne v negativni smeri osi y. 
Vrednosti deformacij se ujemajo z vrednostmi pridobljenimi s programom Ansys. Prav 
tako se ujemajo rezultati osne sile, strižne sile in upogibnega momenta.  
Pri izračunu frekvenc pa pride do določenega odstopanja. Pri višjih frekvencah dobimo 
veliko manjše odstopanje kot pri nizkih. 
 
3.2 Sestavljena konstrukcija 
V tem delu je bila izvedena analiza na sestavljeni konstrukciji. Slika 10 nam prikazuje 
shemo izbrane konstrukcije. 
 
Slika 10: Shema konstrukcije narisana v programu NX 11 
 
Konstrukcija je obremenjena z vozliščimi silami. Vozlišče v katerem deluje sila in 
velikosti posameznih komponent je prikazano v preglednici 3.3. 
 
Preglednica 3.3: Delujoče sile na konstrukcijo 
Vozlišče Oznaka X [N] Y [N] Z [N] 
2    0 0 1000 
3    1000 1000 0 
4    0 -1000 1000 
 
Preglednica 3.4: Parametri sestavljene konstrukcije 
      [ 





   [ 
 ] 




Preglednica 3.5: Vozlišča sestavljene konstrukcije 
Vozlišče X [m] Y [m] Z [m] Podpora Tip 
povezave 
1 0 0 0 Konzola Toga 
2 1 0 0 / Toga 
3 1 1 0 / Toga 
4 1 1 1 / Toga 
5 2 1 1 / Toga 
6 2 2 1 Konzola Toga 
 
 
Preglednica 3.6: Nosilci sestavljene konstrukcije 
Ime Vozlišče 1 Vozlišče 2 
B1 1 2 
B2 2 3 
B3 3 4 
B4 4 5 




Primerjava notranjih sil iz lastnega programa z rezultati pridobljenimi iz programa Ansys 
je prikazano v preglednici 3.7. 
 
Preglednica 3.7: Primerjava osnih sil 
Ime ANSYS [N] Izračun [N] Razlika [N] Odstopanje [%] 
B1 607.17 609.51 2.34 0.39 
B2 525.76 525.12 -0.64 -0.12 
B3 70.455 70.089 -0.366 -0.52 
B4 -392.83 -390.49 2.34 0.60 
B5 525.76 525.12 -0.64 -0.12 
 
 
Primerjava notranjih strižnih sil je prikazana v preglednici 3.8. 
 
Preglednica 3.8: Primerjava strižnih sil 
Ime ANSYS [N] Izračun [N] Razlika [N] Odstopanje [%] 
B1 1192.6 1192.0 0.6 0.39 
B2 611.25 613.53 2.28 0.37 
B3 615.8 614.8 -1 -0.16 
B4 1067.9 1067.9 0 0 






Torzijski moment izračunamo s pomočjo zasuka okoli x – osi po enačbi: 
 
       
   
  
  (3.4) 
 
Primerjava torzijskega momenta je prikazana v preglednici 3.9. 
 
Preglednica 3.9: Primerjava torzijskega momenta 
Ime ANSYS [Nm] Izračun [Nm] Razlika [Nm] Odstopanje [%] 
B1 207.04 206.53 -0.51 -0.25 
B2 203.06 203.76 0.7 0.34 
B3 295.87 297.56 1.69 0.57 
B4 -337.65 -338.44 -0.79 -0.23 
B5 -333.66 -335.66 -2 -0.60 
 
 
 Lastne frekvence 3.2.2
V preglednici 3.10 je prikazana primerjava lastnih frekvenc sestavljene konstrukcije 
 
Preglednica 3.10: Primerjava lastnih frekvenc sestavljene konstrukcije 
 ANSYS [Hz] Izračunano [Hz] Razlika [Hz] Odstopanje [%] 
   22.87 24.42 1.55 6.78 
   28.09 30.69 2.6 9.26 
   40.13 42.07 1.94 4.83 
   53.42 52.97 -0.45 -0.84 
   71.10 72.51 1.41 1.98 





Dobljeni rezultati za notranje sile in momente imajo nizka odstopanje, ki so ranga manj kot 
1%. Izračunane lastne frekvence pa imajo nekoliko večje odstopanje.Velikost napake bi 
lahko zmanjšali, če bi uporabili Timoshenkovo teorijo namesto Euler – Bernoullijeve 







V tej nalogi je bil predstavljen postopek analize 3D konstrukcij z uporabo 
enodimenzionalih konstrukcijskih elementov. Izveden je bil: 
1) Izračun notranjih sil in momentov po metodi končnih elementov 
2) Izračun lastnih frekvenc konstrukcije 
3) Potrditev pravilnosti rezultatov preko primerjave vrednosti pridobljenih iz programa 
Ansys 
Razvit je bil program v Pythonu, ki omogoča izračun togostne in masne matrike 
posameznih elementov. Za izračun je potrebno sestaviti celotno globalno masno in 
togostno matriko. V nalogi je bila upoštevana Euler – Bernoullijeva teorija. Za večjo 
natančnost bi lahko uporabili Timoshenkovo teorijo, ki je bila uporabljena v programu 
Ansys za pridobitev rezultatov. 
 
4.1 Predlogi za nadaljnje delo 
Program ne omogoča samostojen izračun notranjih sil, momentov in lastnih frekvenc. 
Nadgradnja bi bila izdelati algoritem, ki bi samostojno določil notranje sile, momente in 
lastne frekvence. Potrebno bi bilo samodejno združevanje togostnih in masnih matrik v 
vozliščih za dva ali več elementov. Po izračunu deformacij v globalnem koordinatnem 
sistemu je potrebna samodejna pretvorba teh v lokalne koordinatne sisteme posameznega 
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